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Unitatea de invatare: Multimi

LECTIA 1 Multlml, multlmea numerelor naturale

Din ce este formata o multime?

Al. Precizati prin ce se caracterizeaza: trandafirii din bucher, pepenti din grdmada, trandafirul
singur, cifrele din grup, literele din grup, parasutistii din formatie, pasarile din stol, respectiv
cuvantul elevele.

A2. Ce termen ar putea inlocui Cuvmtele bucher gmmada grup, fm matie, stol, cuvant?

Care este relatia dintre element si multime?
A3. Rispundeti la urmitoarele intrebari:
a) Trandafirul galben face parte din multimea de trandafiri rosii?
b) Cifra 4 face parte din multimea de cifre? Dar cifra 39
¢) Litera c face parte din multimea de litere? Dar litera a?
d) De cite ori apare litera e in cuvantul elevele? Dar in multimea {e, /, v}?

jce ne invaa teoria? [

1 O multime este formdta dm obtecte (1" 1zice sau ale gandml) care au o ])l ()pl ietate comund.

Exemple Multimea elevilor din clasa noastra; multimea cifrelor in ba/a I3,

| 2. Obiectele din care este formati o multime se numesc elementele multimii. Ele sunt
distincte, iar ordinea lor nu este 1mp0rtdnta J

Exemplu: Elementele multimii planetelor din Sistemul nostru Solar sunt: Jupiter, Marte, Mercur,
Neptun, Pamant, Saturn, Venus, Uranus

: - .
| 3.0 rnulpme formata dm numere se numeﬂc muhtme m:meﬂca r

S e = —

Exemple: Multimea cifrelor zec1male este 0 multlme numerica, multlmea Judetelor térii nu este
0 mulfime numerica.
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| 4. Multimile se noteaza cu litere mari din alfabetul latin, cu sau fard indici: 4, B, C, ... , A1, A>,...
Multimea care nu are niciun element se numeste multimea vidd si se noteaza cu simbolul &,

g e e - e ——— — e e = - e —— -

| 5. Multlmlle se reprezmta prin:
e enumerarea elementelor intre acolade
(Daci A este multimea literelor din cuvéantul elevele, scriem 4 = {e, L, v}),
e proprietate caracteristica
(Daci B este multimea resturilor impartirii unui numdr natural la 5, scriem
B = {r| r este rest la Impdrtirea unui numar natural la 5}, D
| defaptB={0,1,2,3,4}), ' J

e diagrame Venn-Euler
(Multimile C = {m, n, p} si D = {u}, din figura aldturatd).
| 6. Intre un element si o multime vorbim de:
| a) relatia de apartenentd, daca elementul se regiseste in multime si folosim simbolul ,,e”;
‘ b) relatia de nonapartenentd, daca elementul nu se regaseste in multime si folosim
snrnbolul ,,g

Exemple: a) Scriem: 2 € {x| x este cifrd pard} si citim ,,2 apartine multimii cifrelor pare”.
b) Scriem: 3 ¢ {x| x este cifr pard} si citim ,,3 nu apartine multimii cifrelor pare”.
c) In diagrama de mai sus, m € C sim¢ D.

- 7. Multimile pot fi multimi finite (daca numarul lor de elemente poate fi 1ndlcat printr-un 1
' numdr natural) sau mulfimi infinite (in caz contrar). Cardinalul unei multimi X reprezinta |
- numarul elementelor mul‘umu X s 11 notarn cardX sau LXI

| E— = _ _— = s Retel e L R L

Exemple:
a) Multimea Ds = {d| d divide 6} = {1, 2, 3, 6} este finita deoarece cardDs = 4;
b) {n \ n € N, n este numar prim, n: 10} & , iar cardd = 0.

Observaﬁe' {0} # @.

c) Multlmlle N = 5n| n este numar natural} P={nn=2kke N}, I={nn=2k+1,keN}
sunt infinite.

. Referindu-ne la diagrama Venn-Euler alaturata, sa scriem: %0 99
a) relatia dintre fiecare element si fiecare multime daté prin diagrama, 93 98
precum si cardinalele acestor multimi; ' 96
b) elementele fiecarei multimi, prin enumerare si apoi folosind o = \%4
proprietate caracteristica. : : s
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1. Enumerati elementele multimii A4 = {x|xeN,x numir impar, cu 3 < x<14} .

Rezolvare: Numerele care verifica inegalititile din enunt sunt: 3, 4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12, 13.

Dintre acestea le selectim pe cele impare si obtinem A4 = {3,5,7,9,11, 13}.
2. Scrieti multimea B = {1,5,25,125, 625} folosind o proprietate caracteristici a elementelor.
Rezolvare: Observim ci toate elementele multimii B sunt puteri ale lui 5: 1 =5°, 5 = 51,25=752,

125=5351625=52 cu exponentii numere naturale de 1a 0 1a 4. Astfel, multimea se poate scrie sub

forma B={5”{neN,OSnS4}.

1. Dé exemple de multimi avand ca elemente obiecte:
a) din clasa ta; b) de la matematica; ¢) de la geografie; d) de la limba romani.

2. Giseste greseala si rescrie corect multimile: 4 = {3,5,7,9, 5}; B = {x, VX, z};
C={3,3,3;D=1{2,b3,b};E=3,4 5 q 3}

3. Scrie multimea cifrelor numarului: a) 233696; b) 44223; ¢) 100000; d) 111111,

4. Reprodu si completeazi spatiile punctate cu simbolul potrivit ,,€” sau ,,&”:
2)2@81{1,2,3}; b)mP{ab c); )781{5768; dollz.

5. Reprezintd in trei moduri multimile: 4 = Multimea cifrelor impare;

B =Multimea vocalelor alfabetului latin; C = Multimea multiplilor lui 4, mai mici decat 30;

D= Multimea numerelor naturale care, inmultite cu 3, dau 18; £ = Multimea divizorilor luj 9.

**(;. Stabileste valoarea de adevir a urmitoarelor enunturi:
a)2&{x{xeN,3-x—l}; b)3e{x|x:2n,neN}; c)Oﬁ{xlxeN,x2£4}.
7. Reprezintd fiecare multime prin enumerarea elementelor sale:
A={x{xeN,x<7}, B={x|xeN,3Sx<8}, C={x[xeN,7fx},
D={x}xeN,x+3:4}, E={x|x€N*,x—1$2}.
SokA

8. Reprezinti fiecare multime, folosind proprietatea caracteristici a elementelor sale:
4=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}, B= {0.2,4,.,16}, C={1,3,5,7,..,15},

D={0,3,6,9,12,15}, E=1{0,1,4,9,16,25,36} .

9. Precizeaza care dintre urmitoarele multimi sunt finite si care sunt infinite:
A:{X]XEN,5~x+4:]9}, B:{x[xeN,x—7<3},

C={x{x=3n,neN}, D:{x|x=3n+2,neN}.
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Ce intelegem prin multimi egale?

Al. Prin ce se caracterizeazi multimea vida? Aratati ca multimile: 4 = {ianuarie, martie,

mai, iulie, august, octombrie, decembrie} s1 B ={x|x lund a anului care are 31 de zile} au

aceleasi elemente.

A2. Aratati ca multimea C a literelor cuvantului analog este egald cu multimea 2 a literelor

cuvantului golan.

Ceintelegem prin submultime sau parte (multime inclusa in altd multime) a unei multimi?

A3. Daci A este multimea literelor cuvantului rdstit si B cea a literelor cuvantului saritor, scrieti

multimile 4 si B prin enumerarea elementelor si raspundeti la intrebarile:

a) Orice element al multimii 4 este element al multimii 57
Este multimea 4 inclusa in B? Este 4 submultime a lu1 57

b) Exista cel putin un element al lui B care nu apartine lui A?
Este multimea B inclusa in A? Este B submultime a lui A4?

Ad4. Indicati patru submultimi ale multimii scaunelor de pe stadionul
din figura.

\-Ce ne invafa teoria?
1. Doua multimi 4 si B sunt egale dacd au aceleasi elemente. Notam A = B.
Doua multimi 4 si B, care nu au aceleasi elemente, nu sunt egale, chiar daci au acelasi

numadr de elemente. Notam A #B.

Exemple:
a) Multimea M = {c¢, o, s} a literelor cuvantului ,,cocos” si multimea N = {c¢, o, s} a literclor
cuvantului ,,soc” sunt egale. Notim M = V.

b) Multimile D, ={n|neN,n|3} = D, ={n|neN.n| 5}, deoarece 3D, ={1,3} si 3¢ D, ={L.5}.

2. O multime A este submultime a multimii B (sau multimea 4 este inclusa in multimea £)
daci fiecare element x din 4 este in acelasi timp si element al multimii 8. Notam 4 < B.
Dacid cel putin un element al multimii 4 nu este element al multimii B, atunci A nu este
submultime a Iui B si notam 4 € B.

3. Multimea vida este submultime a oricarei multimi. Orice multime .4 are submultimile 4

si &, numite submultimi improprii. Orice submultime a lui 4, diferitad de & si de 4, daca
existd, se numeste submultime proprie a lui A. Daca 4 € Bs1 B < A. atunci 4 = B.
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4. Multimea tuturor submultimilor unei multimi M formeaza multimea pértilor multimii
M si se noteaza P(M).

Exemple:

a) In figura alaturata multimea 4 = {1, 2} este o submultime a multimii
B=1{1,2,3,4, 5} pentru ca cele doua elemente ale lui A sunt in acelasi
timp si elemente ale lui B; notim A — B;

b) Multimea B= {1, 2, 3,4, 5} nu este submultime a lui C= {1, 2, 3, 4, 6},
pentruca s € B,dar5 ¢ C; notaim B « C.

¢) Daca A4 este multimea literelor cuvantului »pici” si B multimea
literelor cuvantului ,,cip”, atunci 4 = {p,i,c}siB={c,i,p}.Prin urmare
Ac BsiBc A. Deci 4= B.

d) Multimea 4 = {0, 1, 2} are urmitoarele submultimi: &, {0}, {1}, {2}, {0, 1}, {0, 2}, {1, 2}, A.
Acestea formeazd multimea pértilor lui 4, P(4) = {9, {0}, {1}, {2}, {0, 1}, {0, 2}, {1, 2}, 4}.

@ Sa vedem ce am inteles [J

[

Referindu-ne la diagrama Venn-Euler alaturata: _

a) sa scriem un element din multimea B si relatia dintre acesta sl m
celelalte multimi;
b) sd scriem relatia dintre multimea B si celelalte multimi;

¢) sa scriem doud submultimi ale multimii D;
d) s@ scriem patru mulfimi care nu sunt incluse in D. /}

LS p Invatam sa rezolvam E='

1. Fie multimile 4 = {x |x este literd a cuvantului pom} s1 B = {x |x este literd
a cuvantului mop}. Stabiliti dacd 4 = B.

Rezolvare: m ¢ Asim e B, o e Asio € B, de asemenea p € A4 si
p € B. Deci 4 =B.

L

2. Stabiliti relatia dintre multimile 4 = {x| x este cifra pard} si
Bz{xIxSlO,xeN} ,

Rezolvare: 0 € Asi0 € B,2 e Asi2eB,4cAsid e B, 6 € Asi
6 € B, 8 € A5si 8 e B. Deci toate elementele din A se afli in B,adica4c B.




™

Folok

£.

Reprodu si inlocuieste spatiile punctate cu unul dintre simbolurile ,,”, ,,&”sau ,,c™:
a) {b} L {a, b, c}; b) {2} &1 {1, 2, 4}; ¢) {I, m} & {l, m, n};
d) {/, m, n} ... {I, m,n}; ) {0} .. ©.

. Reprodu si completeaza enuntul cu simbolul potrivit: ,,=" sau ,#". Daca 4 este multimea formata din

literele cuvantului pepene si B este multimea formata din literele cuvantului pene, atunci 4 ... B.

Descoperd si corecteaz greseala:

) Ac {A,O,D}; b) {a,b,c} :{x,y,z}; ¢) I e{O};

d) {(xeN|6:x} D {xeN|2:x}; € {xeN|x:3=2}c{6};

f) {x| x este ultima cifrd a puterilor lui 3} C {1,3,7,9}; g (xe N |6:x} > {xeN|3ix};

h) {3n|ne N} < {0,3,6,9,12}; D) i{x|xeN,x<4}c{l,2,3};

D {nl2" =1 c{0,1}; k) {xeNJx-2=6}={1,2,3};
]){xeN\2x+] SS}Q{O,]}; m) {xeN’Bx—Zzl}g{2x—1<3}.

Determini x, astfel incat multimea {x, 2} sa fie submultime a multimii {1, 2, 3}.

Fie multimile A = {x |x este cifid pard} si B = {0,x, 4, 6, 8}. Stabiliti valoarea lui x, dacd 4 = B.

. Pentrumultimea 4 = {a, b, ¢}, scrie:

a) submultimile improprii; b) toate submultimile.

Pentru numarul 12, scrie multimea divizorilor:
a) proprii; b) improprii.

Scrie submultimea multiplilor Tui 2:
a) mai mici decat 12; b) cel mult egali cu 14.

. Formuleazi o problemi cu acelasi enunt ca cel al problemei 8, pentru numdrul 3, apoi

rezolvé problema.

10. Formuleaza o problemi cu acelasi enunt ca cel al problemei 7, pentru numdrul 14, apoi

rezolvd problema.

11. Fie multimea 4 = {0, 2, 3, 6, 8,9, 10, 12}. Scrie submultimea multimii 4 formata din:

a) multiplii lui 2; multiplii lui 3; multiplii lui 4; multiplii lui 6,
b) divizorii lui 6; divizorii lui 8; divizorii lui 9; divizorii lui 10.

12. Scrie doud submultimi ale multimii {3, 6, 8, 15, 27}, care s satisfacd simultan conditiile:

a) nu au elemente comune; b) au aceeasi sumai a elementelor.



Al Intr-o clasi a Vi-a, sunt elevi care fac parte din echipa de fotbal a scolii, din echipa de
handbal. din ambele echipe si elevi care nu fac sport.

Fie A = {lonut. George, Costin, Vasile, Petre, Sandu, Marius}
multimea elevilor care fac parte din echipa de fotbal,
B = {Doru, Virgil, Petre, Vasile, George, Constantin, Eduard)

g D,
/’ Ion /

v Petre &
‘_( Costin ,Grfgare‘),”g" B

A Marius | |, e/ Eduard
~—XT, :

multimea elevilor care fac parte din echipa de handbal si
C multimea elevilor care nu fac sport. Folosind reprezentarea
prin diagrame a multimilor date, determinati:

a) multimea elevilor care fac parte atat din echipa de fotbal, cat si din echipa de handbal;
b) multimea celor care fac parte numai din echipa de fotbal, respectiv numai din cea de handbal;
¢) multimea elevilor care fac parte din cel putin una dintre echipele de fotbal sau de handbal;

d) multimea elevilor care sunt in echipa de handbal s1 care nu fac sport.

L. Intersectia a doua multimi A si B este multimea formata din elementele
comune multimilor 4 si B. Scriem A N\ B = {x| x € A si x € B}. Doui
multimi a ciror intersectie este multimea vida se numesc multimi disjuncte.

R e S S i e e AR TRl

Exemple:

a) Dacd 4={a,b,c}, B={c.d,e} si C={d.e.f} atuncid "B = {c} ,iar A C = Q;
b) Intersectia multimii vide cu o multime oarecare M este mulfimea vida: MN 0 =0~ M=0.

¢) Detectivul si intersectia multimilor. Celebrul detectiv Sherlock Holmes cauta numele unei nave cu
panze, pentru rezolvarea unui caz. El stia doar ¢, in januarie 1883, acea corabie fusese la Pondichéry
(sud-estul Indiei), in ianuarie 1885, la Dundee (Scotia), iar in
septembrie 1887, cind se desfisura ancheta, corabia se afla in
portul Londrei. Folosind aceste date, el a stabilit denumirea
navel, constatind ca din intersectia multimilor: cordbiilor aflate
inianuarie 1883 la Pondichéry, a celor aflate in ianuarie 1885 la
Dundee si a celor aflate in septembrie 1887 la Londra a ficut
parte o singurd nava.
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2. Reuniunea a doua multimi 4 si B este multimea formata din
elementele care apartin cel putin uneia dintre multimile 4 sau B.
Scriem AU B={x|x € Asaux € B}.

Exemple:
a) Reuniunea multimilor 4={1,2,3} si B={3,4,5,6} este multimea 4 B={1,2,3,4,5,6}.
b) Reuniunea multimii vide cu o multime oarecare M este multimea M: M WD =BUM =M .

e et e

3. Diferenta dintre multimea A si multimea B este multimea formata
din elementele lui 4 care nu apartin lui B. Scriem
A\B={x|xe Asix ¢ B}.
|
I Observatie: A\ B #B\ A.

Exemple:

a)Dacid={1,2,3,4},B={1,4,5} siC={5,6, 7}, atunci: A\ B= {2,3}, B\ 4= {5},iar 4 | C=,
b) Diferenta dintre o multime oarecare M si multimea vida este multimea M: M\ & = M.

¢) Diferenta dintre multimea vida si o multime oarecare M este multimea vida: &\ M= .
d) Diferenta dintre o multime oarecare M si ea insdsi este multimea vidd: M\ M= O.

L

Sa vedem ce am inteles

Considerdam multimile 4, B, C, D, cu literele din cuvintele: matematica, informatica, gramatica,
aritmetica. S& scriem prin enumerare:

a) multimile 4, B, C, D; b) 6 intersectii ale oricdror doua dintre multimi;

¢) reuniunile oriciror doud dintre multimi; d) 12 diferente ale oricéror doud dinttre mulfimi. y

SRS

1. Determinati multimile 4 si B, stiind ca sunt indeplinite simultan conditiile:;
a) AUB=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}; b) AnB={3,510}; @
&) AU{2,4,6)=11,2,3,4,5,6,7,10}; d) BU{l,7}={13,5,7,8,9,10}. !
Rezolvare: Din conditia b) rezultd: 3e4 si 3eB; 5€4 si SeB; 10€4 si 10€B. Din conditia ¢) rezulté:
led, 3ed, 5e4, TeA, 10€A. Din conditia d) rezultd: 3B, 5€B, 8€B, 9eB, 3€B. Din conditiile a),
b), ¢) si d) rezulti: {2,4,6} c A.

Deci,4=1{1,2,3,4,5,6,7,10} si B={3,5,8,9, 10}.
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2. Ce125 de elevi ai unei clase a VI-a practici cel putin unul dintre sporturile volei sau handbal. Daci 17
elevi practica handbal si 14 elevi practica volei, aflati cati elevi din clasa practicd numai handbal si cati

practicd numai volel.

— Rezolvare: Fie C multimea elevilor clasei, H multimea elevilor clasei care
:". o [Ani) ave practicd handbal si ¥ multimea celor care practica volei. Avem IC1=25,|H|=17,
V=14 siobtinem [HN V=17 + 14 -25=6. Atunci, 17— 6=11 elevi practica
numai handbal si 14 — 6 = 8 elevi practici numai volei.

1. Tn desenul alaturat sunt reprezentate multimile 4, B si C.
a) Scrie multimile 4, B si C prin enumerarea elementelor ;
b) Scrie urmétoarele multimi prin enumerare: D = {x| xed si xeB};
E = {x|xeBsixeC}; M= {x| xeA si xe¢B}.

2. Identifica egalitatile adevirate:

a) 3tnf{a}=0; b){1}\{2}=0; o{5hu{l}={L5 d{5in{l,5 =0

e {l5}ud=T; 0{2,3,44nT=1{23,4); 2) {23} \N=¢.
3. Fie multimile: 4= {1,2, 3,5}, B= {0,2,4,6}siC={1,3,6,7,8,9}. Calculeazi:

AV B, Bu4; ANB; AUBUC

AUBUO); BnA; A\B; B\ 4;

(A\B)\C; ANBAO).

4. Fie 4= {xe N*]xS16} si B :{x e N*|x’ < 64} . Calculeaza:
ANB; AV B, A\B; B\A

5. Fie multimea C = {a, b, c}. Scrie cite doua multimi 4 si B, ale multimii C, astfel incat:
a)AUB=C, b)AnB=C; c)4A\B=C.

0. Fie A si B doua multimi, cu |4] = 12 si |B| = 10. Determini:
a)[4 N B, daca |4 U B|=15; b) |4 U B|,daca |4 N B|=5;
¢) cel mai mare si cel mai mic cardinal posibil pentru AUB si ANB.

7. Fie multimile 4 = {1, 2, x} si B= {1, y, 3}. Determind x s1y, astfel incat ANB = AUB.

&. Determind multimile X si ¥, stiind ca indeplinesc simultan conditiile:
aA)X\¥={3,4,5}; b)YnX={0,1}; 0)XuY=1{0,1,2,3,4,5}.

9. Fie A={xeN|1£xSa,aeN} si B={xeN[a£xS6,aeN}.Determiné aeN astfel incat

ANB={4).



Modeleazd scenariul: ,,Bebe M intrd in scend si spune ,, Multimi” pentru 2 secunde. \
Apoi spune ,,Daca A= {1,2,3,4,5}” (cele 5 numere sunt aleatorii). Apoi apare ,,Big M”
care intreabad: ,, Este adevdrat ca 3 se afla in A (D/N)?” (numar aleatoriu). Se asteapta
raspunsul ,,D”, adica Da, sau ,,N”, adica Nu. Dacd rdspunsul este corect, , Big M”
spune ,,Bravo !, dacd nu, atunci ,,Big M spune ,, Of!”.

Teste la final de unitate

Test de autoevaluare

Copiaza si completeaza tabelul cu litera corespunzatoare 11213141516l 7
raspunsului corect si vei obtine un cuvant surpriza. !

1. Daca 4 :{a,l,f,b,e,t,r},B:{a,r,i,t,m,e,c},Cz{i,m,c}, atunci C este:

a) b) ¢) d)
diferenta diferenta reuniunea intersectia
multimilor Bsi4 | multimilor 4 si B | multimilor 4 si B | multimilor 4 si B
2. Dacid A este multimea numerelor naturale cel putin egale cu 5 si B este multimea

numerelor naturale mai mici decét 5, atunci multimea vidd este:
| m) 1) 0) p)

diferenta diferenta reuniunea intersectia
multimilor Bsi A | multimilor 4 si B | multimilor 4 si B | multimilor 4 i B
3. Daci 4, B sunt multimi, atunci C = (4 — B) U (B —4) U(4 M B) este:

a) b) c) d)
reuniunea diferenta diferenta intersectia
multimilor B si 4 multimilor 4 i B | multimilor B s1 4 multimilor 4 si B
4, Multimea numerelor naturale ob‘,cinu;[e ca sumi de doud numere naturale de doud cifre este:

P) Q r) )
{21,22,22,..,197} | {10,1112,..,99} | {20,21,22,...,198} {0,1,2,...,18}

5. Cardinalul mﬁl_gimii numerelor naturale de doua cifre distincte este:
| ) f) u) v)
' 20 N 81 90 10
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